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Prefazione

«[...] coloro che conoscono e comprendono i principi della ma-
tematica sembrano avere un sesto senso per le cose biologiche.»

Lettere, Charles Darwin

Matematica e scienze della vita

Che cosa c’entrano le scienze della vita con la matematica? Certamente si fa questa
domanda chi, iscrivendosi a un corso universitario di Scienze biologiche, naturali,
ambientali o di Biotecnologie, di Farmacia o di Medicina, trova nel suo piano di
studi uno o pill esami di matematica. Ma anche le persone colte spesso ignorano
che le influenze della matematica sono state di stimolo allo sviluppo di molti am-
biti delle scienze della vita (e viceversa). Pitagora, uno dei piti grandi matematici
dell’antichita, insegnava nella sua scuola argomenti naturalistici in termini mate-
matici e, molto piti di recente, nel secolo scorso, Vito Volterra (1860-1940), Godfrey
Harold Hardy (1877-1947), Erwin Schrodinger (1887-1961), John von Neumann
(1903-1957), Alan Turing (1912-1954) — solo per citare qualche nome di matema-
tici e fisici tra i pit importanti del Novecento — hanno contribuito allo sviluppo
di scienze della vita quali la genetica, la biologia cellulare, la teoria dell’evoluzione
(vedi le letture consigliate alla fine di questa introduzione).

Come suggerisce la frase di Darwin che abbiamo scelto come apertura di questa pre-
sentazione, la matematica ha spesso aiutato a trovare risposta o a dare la sistemazio-
ne teorica definitiva a problemi riguardanti importanti questioni delle scienze della
vita. D’altra parte, molte idee nuove per lo sviluppo della matematica sono venute
da questioni biologiche: gli algoritmi genetici, le reti neurali, I'intelligenza di scia-
me (impiegata nell’ottimizzazione della gestione di complesse reti informatiche),
hanno origine proprio dall’osservazione e dallo studio di fenomeni concreti.
Nonostante tutti questi successi, pero, la formazione matematica di chi studia le
scienze della vita non ¢, in generale, migliorata né, viceversa, ¢ cresciuta, almeno
in Italia, la sensibilita dei matematici nei confronti delle applicazioni biologiche.
Le cause di tale ritardo culturale sono molte e non & compito di questo libro esa-
minarle; I’obiettivo che qui ci poniamo ¢, pit modestamente, quello di stimolare
in chi legge un approccio diverso alle due discipline. In particolare, ci piacerebbe
convincere gli studenti e le studentesse del fatto che una formazione matematica
che dedichi speciale attenzione agli aspetti applicativi puo essere interessante, oltre
che molto utile. Nelle scuole secondarie italiane la matematica, purtroppo, € spes-
so considerata come un profondo e interessante gioco intellettuale, che stimola
I'intelligenza, ma che ha pochi utilizzi pratici. Anche le altre discipline scientifiche
perod vengono spesso insegnate come se fossero indipendenti, senza considerare
le relazioni che le legano I'una all’altra. La scoperta che la conoscenza ¢, invece,
una rete di ipotesi, teorie, modelli e verifiche sperimentali interconnessi puo essere
sorprendente e stimolante, e puo produrre grandi vantaggi per tutte le discipline.

Il grande fisico austriaco Erwin
Schrédinger (1887-1961) in una
banconota austriaca da 1000
scellini. Fu uno dei padri della
meccanica quantistica. In una
serie di conferenze (raccolte nel
famoso libro What's life
pubblicato dalla Cambridge
University Press nel 1944) apri le
porte all’approccio teorico alle
questioni riguardanti la genetica
e contribui alla formazione di una
nuova generazione di scienziati e
scienziate (tra i quali Max L.H.
Delbruk) che svilupparono la
biologia molecolare.

[2022 Prachaya

Roekdeethaweesab /Shutterstock.]
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Questo libro

Nell’impostazione e nella stesura di questo testo abbiamo cercato di:

o fornire gli strumenti matematici essenziali che devono far parte delle compe-
tenze di chiunque si laurei in una disciplina scientifica;

« motivare lo studio di questi strumenti, indicando le questioni che hanno portato
al loro sviluppo e mostrandone qualche applicazione.

Per soddisfare la prima di queste esigenze, nel testo trattiamo gli argomenti classici
della matematica di base. I vettori, le matrici, le principali funzioni elementari, il
calcolo differenziale e integrale, la statistica e la teoria della probabilita, tutti stru-
menti che permettono di affrontare la descrizione quantitativa dei fenomeni e la
previsione del loro sviluppo.

Gli argomenti sono introdotti nel modo pitt semplice possibile, tentando di non
dare per scontate molte conoscenze ed evitando ’eccessiva astrazione. Per faci-
litare I’orientamento, all’inizio di ciascun capitolo abbiamo riportato una breve
presentazione del contenuto dei paragrafi che lo compongono. Per motivare mag-
giormente lo studio, nell’introduzione e nello svolgimento degli argomenti diamo
spazio a spiegazioni relative al significato e ai vantaggi che un metodo matematico
puo fornire nelle applicazioni. A questo scopo utilizziamo gli esempi “verdi’, che
hanno il seguente aspetto grafico.

Esempio Verde

Sono esempi di carattere biologico, fisico, chimico o, piu in generale, applicativo, in cui la
matematica e il problema descritto hanno un ruolo paritario. Questo tipo di esempi serve
a illustrare un'applicazione reale, o almeno realistica, di un metodo, di un'idea o di una
formula matematica, nonché a mostrare il profondo legame tra la matematica e le altre
discipline.

D’altra parte, per ottenere effettivi vantaggi dalla conoscenza della matematica, ¢
necessario padroneggiare con sicurezza i suoi strumenti. A questo scopo utilizzia-
mo gli esempi “blu’, che hanno il seguente aspetto grafico.

Esempio Blu

Si tratta di esempi di natura pill strettamente matematica, che introducono o approfon-
discono concetti astratti o che servono a esercitarsi nell'uso delle formule. Gli aspetti
applicativi di questi esempi, se presenti, servono solo a illustrare come si usa in pratica la
matematica, senza necessariamente descrivere situazioni reali.

Per evitare che chi studia, concentrandosi sui singoli esempi, perda di vista la se-
quenza dei concetti, ricorriamo a un’ulteriore struttura grafica.

Evidenziamo su fondo giallo le definizioni principali, e gli enunciati e i
teoremi pill importanti. Questi riquadri costituiscono il filo lungo il quale, nel
testo, si snoda la matematica.

® ATTENZIONE Occorre tenere presente che questi riquadri sono solo punti di
sintesi di argomenti che possono essere realmente compresi solo attraverso una
lettura integrale e attenta del testo.
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All’interno dei capitoli abbiamo inserito delle schede (box con fondino verde) che
introducono importanti temi scientifici, spesso di carattere biologico. Visto che
la scienza non ¢ un insieme di discipline rigidamente separate, queste brevi pre-
sentazioni, senza la pretesa di essere esaustive, permettono a persone curiose, ma
eventualmente inesperte, di inquadrare gli esempi applicativi in un contesto piu
generale.

Questo libro presenta anche alcuni argomenti che usualmente non sono contenu-
ti nei testi di matematica di base e che, in genere, non sono richiesti per superare
I’esame (o gli esami) a carattere matematico di un corso di studi triennale. Li ab-
biamo introdotti sia perché costituiscono un naturale complemento agli argomen-
ti pit elementari e sono una base per eventuali corsi successivi, sia per stimolare
ulteriormente ’interesse verso i metodi matematici, mostrando i risultati che si
possono ottenere con un po’ di lavoro in pit.

Alla fine di ogni capitolo proponiamo numerosi esercizi (con soluzioni disponibili
nel sito del libro), che permettono di verificare il livello di competenza raggiunto.
Tali esercizi sono divisi in tre classi.

— Esercizi, a volte anche elementari, che vanno svolti dopo la lettura del testo, e
che sono indispensabili per I’addestramento alle tecniche introdotte.

= Esercizi pili complessi che servono ad approfondire la teoria o a introdurre
aspetti complementari.

= Esercizi pit complessi, di natura decisamente piu applicativa, per i quali & ri-
chiesto uno sforzo maggiore per comprendere quali idee e metodi matemati-
ci vadano impiegati. Questi esercizi potrebbero generare qualche frustrazione,
se scambiati per esercizi di addestramento (che invece richiedono solo di aver
appreso le tecniche matematiche). Chi ha meno confidenza con la matemati-
ca, riconoscendoli dal colore, potra affrontarli piti proficuamente dopo aver
consolidato le proprie conoscenze.

Anche in questa edizione sono presenti elementi di “realtd aumentata”: alcuni con-
tenuti del libro sono infatti associati a oggetti esterni (video, test interattivi, eser-
cizi guidati e soluzioni) che permettono di approfondire gli argomenti trattati o
di trovare ulteriori informazioni e spiegazioni su quanto ¢ proposto nel testo. In
particolare alle sezioni degli esercizi sono associati dei test interattivi a risposta
multipla per mettersi rapidamente alla prova, e a volte anche esercizi guidati per al-
lenarsi a estrarre informazioni da un testo, e a comprendere autonomamente quali
strumenti matematici vadano utilizzati.

Tutti i contenuti digitali sono accessibili dal sito del libro:

universita.zanichelli.it/benedettode

e direttamente dallo smartphone attraverso ’app laZ Guarda! inquadrando le ap-
posite icone presenti in pagina, come quella mostrata qui a lato. Dal sito del libro
¢ possibile accedere anche alla versione Ebook del testo. Istruzioni piu dettagliate
per accedere ai contenuti sono disponibili nella prima pagina del libro.

Novita della quarta edizione

A piu di quindici anni dalla prima edizione di questo libro, continuiamo a credere
che un buon modo per insegnare matematica sia svelare il ruolo cruciale che essa
ha avuto e ha nello sviluppo delle altre discipline, come le scienze della vita. Per
questo abbiamo accettato la sfida di una quarta edizione, in cui speriamo di aver
fatto tesoro delle osservazioni, dei suggerimenti e delle critiche che ci sono state fat-
te negli anni. In particolare, abbiamo migliorato la distribuzione del materiale tra
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testo ed esempi, e abbiamo collocato gli esercizi esattamente dove servono, vicino
al paragrafo di riferimento. Abbiamo ampliato i capitoli dedicati alla probabilita
e alla statistica, modificando I’ordine degli argomenti, in modo da poter introdur-
re la statistica descrittiva senza particolari prerequisiti. Abbiamo inoltre limato gli
esempi legati alla fisica e arricchito quelli legati alle scienze della vita.

Speriamo che questo testo cosi rinnovato continui a stimolare lettori e lettrici. In
conclusione, desideriamo ringraziare tutti coloro che hanno studiato su questo
manuale, i colleghi e le colleghe che lo hanno usato, in particolare chi ci ha fatto
osservazioni e dato suggerimenti. Vogliamo infine ringraziare la casa editrice per
I'impegno e le grandi qualita delle persone che hanno affiancato il nostro lavoro.

Letture consigliate e altri strumenti

Dobbiamo riconoscere il grande debito della nostra trattazione al bel libro Intro-
duzione alla matematica per biologia di Edward Batschelet [1], il primo che qua-
si quarant’anni fa ha proposto, con I'uso di esempi di reale interesse biologico,
un testo di matematica scritto dal punto di vista di un biologo. Il nostro testo ha
un’impostazione piu classica e presenta gli argomenti in modo pil adeguato al-
le conoscenze degli studenti e delle studentesse che frequentano oggi un corso
di laurea triennale. Privilegiamo gli esempi di natura applicativa piti importanti
(non solo biologici), in modo da stimolare chi legge senza eccessive distrazioni
dall’apprendimento dei concetti matematici nella loro generalita.

La sequenza di questi concetti € scandita in modo tradizionale, pertanto il nostro
testo resta un manuale di matematica relativamente semplice, adatto anche a chi
ha una preparazione di base minore.

Per mantenere vivo I’interesse di chi ha basi di partenza pit solide, trattiamo an-
che applicazioni e approfondimenti pill impegnativi, fornendo motivazioni di ca-
rattere sia matematico sia biologico. In questo spirito, elenchiamo alcuni testi di
matematica che possono essere di utile appoggio.

[1] Batschelet, E. Introduzione alla matematica per biologi, Piccin, Padova, 1988.
[2] Testi universitari che trattano sostanzialmente gli stessi argomenti di questo
libro, ma in modo matematicamente piti formale:

e Bramanti, M., Confortola, E, Salsa, S. Matematica per le scienze. Con fonda-
menti di probabilita e statistica, Zanichelli, Bologna, 2024

e Bisi, C., Fioresi, R. Metodi matematici per le scienze applicate, Cea, Rozzano
(MI), 2022

e Villani, V., Gentili, G. Matematica. Comprendere e interpretare fenomeni delle
scienze della vita, quarta edizione, McGraw-Hill, Milano, 2022.

e Cammarota C. Elementi di calcolo e di statistica, nuova edizione, Libreria
Scientifica Dias, Roma, 2008.

[3] E opportuno, durante lo studio, avere a portata di mano i libri di matemati-
ca delle scuole secondarie, per richiamare rapidamente alla mente le nozioni
elementari. Tra gli altri segnaliamo la serie di testi:

e Bergamini, M., Barozzi, G. Matematica multimediale (versioni Azzurro, Bian-
co, Blu, Verde), Zanichelli, Bologna, 2025.

[4] Testi per I’approfondimento della statistica. Il primo & un testo di base, il secon-
do ¢é specificatamente dedicato alle applicazioni biologiche, con molti esempi
rilevanti tratti dalla letteratura scientifica:
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e Moore, D.S. Statistica di base, Apogeo, Milano, 2013.
e Whitlock, M.C., Schluter, D. Analisi statistica dei dati biologici, Zanichelli,
Bologna, 2022.

E indispensabile imparare a elaborare dati attraverso strumenti elettronici. Nel
mondo della biologia ¢ molto diffuso I'uso dei fogli di calcolo, che permettono
di effettuare le principali operazioni statistiche. Uno strumento pit sofisticato ¢ il
programma gratuito R, reperibile in rete all’indirizzo www.r-project.org.

[5] Testi di metodi matematici avanzati per la biologia:

e Murray, ].D. Mathematical Biology: I. An Introduction, third edition, Springer
New York, NY, 2002.

e Murray, ].D. Mathematical Biology: 1I. Spatial Models and Biomedical Appli-
cations, third edition, Springer New York, NY, Milano, 2003.

o Gaeta, G. Modelli matematici in biologia, Springer, Milano, 2009.

[6] Suggeriamo anche un testo molto ampio che si occupa di tutti gli aspetti del-
la genetica, da quella classica a quella molecolare. In particolare, da matema-
tici, apprezziamo che la teoria mendeliana classica venga illustrata nella sua
derivazione logico deduttiva dagli esperimenti.

e Griffiths, A.].E, Doebley, J., Peichel, C., Wassarman, D.A. Genetica. Principi
di analisi formale, Zanichelli, Bologna, 2021.

In questo testo abbiamo cercato di illustrare gli argomenti trattati descrivendo bre-
vemente il contesto scientifico e applicativo in cui si inquadrano e, in qualche caso,
fornendo cenni storici per il loro sviluppo. Nel reperire in modo rapido molte in-
formazioni, la rete ci € stata di insostituibile aiuto, in particolare abbiamo trovato,
in genere, le pagine di Wikipedia Italia (it.wikipedia.org) ben scritte, sintetiche e
accurate.

Qui di seguito aggiungiamo un breve elenco di letture a carattere anche divulgativo,
che ci hanno ispirato.

[7] 1l seguente ¢ il famoso e affascinante testo del 1917 con il quale Sir D’ Arcy W.
Thompson introduce lo studio della morfogenesi, con metodi quantitativi legati
alla descrizione geometrica degli organismi, ben prima della comprensione dei
meccanismi biomolecolari che la determinano (vedi box 2.1 e, pill in generale,
il capitolo 2).

e Thompson, D’ Arcy W. Crescita e forma, Bollati Boringhieri, Torino, 2016

[8] Di grande interesse anche la raccolta delle conferenze tenute da uno dei padri
della meccanica quantistica presso il Trinity College di Dublino, nel febbraio del
1943. Un’intera schiera di giovani fisici teorici, condizionati da queste letture
e affascinati dalla complessita dei sistemi biologici, contribuira, nella seconda
meta del Novecento, alla fondazione della moderna biologia molecolare.

e Schrodinger, E. Che cosé la vita, Adelphi, Milano, 1995.

[9] Nel libro che segue sono riportati in grande dettaglio i metodi e i risultati delle
ricerche volte a ricostruire la storia della diversitda umana, analizzando le diffe-
renze genetiche che si osservano oggi tra le popolazioni. I due capitoli iniziali
contengono un’accurata descrizione delle idee matematiche utilizzate per que-
sta indagine (misure della variabilita genetica e distanze geniche, costruzione
di alberi filogenetici, metodo delle componenti principali).
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e Cavalli-Sforza, L.L., Menozzi, P, Piazza, A. Storia e geografia dei geni umani,
Adelphi, Milano, 2000.

Un testo piu sintetico e divulgativo su questi stessi argomenti é:
e Cavalli-Sforza, L.L. Geni Popoli e Lingue, Adelphi, Milano, 1996.

Segnaliamo inoltre un breve e interessante testo divulgativo che descrive la com-
plessa storia del “fallimento scientifico” del concetto di razza per la specie uma-
na. Lo suggeriamo perché ¢ interessante capire come la questione della varia-
bilita genetica delle popolazioni umane, strettamente connessa a questioni di
grande rilevanza sociale, vada trattata quantitativamente dal punto di vista ma-
tematico.

e Barbujani, G. L’invenzione delle razze, Bompiani, Milano, 2018.
Infine, come testo divulgativo, suggeriamo anche la lettura di:
e Diamond, J. Armi, acciaio e malattie, Einaudi, Torino, 2014

che contiene un suggestivo riassunto del rapporto tra esseri umani e ambiente
lungo la storia dell’umanita.

Abbiamo citato nella presentazione alcuni fondamentali risultati di matematica
che hanno contribuito alla comprensione di fenomeni biologici. Ricordiamo
dove si possono trovare:

e Hardy, G.H. Mendelian proportions in mixed population Science 28 (706), pp.
49-50 (1908).

e Turing, A.M. The chemical basis of morphogenesis Phil. Trans. Roy. Soc. Lond
237 (641) pp. 37-72 (1952).

e Volterra, V. Variations and fluctuations of the number of individuals in animal
species living together J. Cons. int. Explor. Mer 3 (1): pp. 3-51 (1928).

e von Neumann, J. Theory of the Self-Reproducing Automata (postumo) a cura
di Burks A.W., University of Illinois Press, Urbana and London (1966).
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Molte popolazioni viventi, come quelle batteriche, possono moltiplicarsi in modo “esplosivo” in tempi
molto rapidi, con leggi di crescita ben modellizzate da funzioni esponenziali.

In questo paragrafo esaminiamo le proprieta analitiche e geometriche di tali funzioni, che descrivono
tutti i fenomeni in cui la variazione della grandezza in studio risulta proporzionale alla grandezza stessa;
per esempio, i fenomeni di decadimento radioattivo di un elemento.

Le funzioni logaritmiche, introdotte dal matematico scozzese John Napier (Giovanni Nepero) per sempli-
ficare calcoli complessi, sono molto utilizzate nelle discipline scientifiche. La rappresentazione dei dati di
osservazione in scala logaritmica, in particolare, permette di comprendere a colpo docchio se il fenomeno
presenta un andamento esponenziale o a potenza.

Quando un fenomeno naturale si ripete nel tempo sempre con le stesse modalita, diciamo che il
fenomeno ¢é periodico o ciclico.

In natura esistono molti fenomeni periodici, dalla stagionalita delle piante ai cicli fisiologici degli
animali. Dalla meta del 700, la descrizione matematica di questi fenomeni avviene principalmente
attraverso 'uso delle funzioni periodiche seno e coseno.

Donata Cucchi
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Figura 5.1

Duplicazione batterica. Il ripetersi
nel tempo delle duplicazioni porta
a una rapidissima crescita della
numerosita di una popolazione
batterica. Questa crescita viene
descritta da una legge
esponenziale.

[CDC/Janice Haney Carr (PHIL),
pubblico dominio.]

Figura 5.2

Una scacchiera comprende 64
caselle. Una leggenda indiana
vuole che Sissa Nassir,
I"inventore del gioco degli
scacchi, avesse donato una
scacchiera al re di Persia,
chiedendo in cambio un chicco di
riso per la prima casella, due per
la seconda, per la terza il doppio
dei chicchi della seconda, per la
quarta il doppio della terza, e
cosl via.

Il totale dei chicchi di riso
richiesti era quindi pari alla
somma della progressione
geometrica

Zg?):OQk :264_1:

18446 744073709 551 615,
(vedi eq. 6.10 a pag. 184),
corrispondente a circa 700
miliardi di tonnellate di riso, 1000
volte la produzione mondiale del
2022.

[2017 Rostislav Ageev/Shutterstock.]
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5.1 Funzioni esponenziali

Per descrivere molti fenomeni connessi allo sviluppo degli organismi viventi o alle
attivita umane, & necessario utilizzare leggi di crescita completamente diverse da
quelle lineari e da quelle a potenza, che abbiamo discusso nel capitolo precedente.
Consideriamo un semplice esempio: la duplicazione batterica.

Esempio 5.1.1 Crescita delle popolazioni batteriche — |

| batteri si riproducono per duplicazione o scissione binaria, cioé ogni singolo batterio
produce una copia di se stesso (vedi box 6.1). Utilizzando questa informazione, ¢ possibile
costruire un modello elementare per calcolare come varia nel tempo la numerosita di una
popolazione batterica.
Per semplicita assumiamo che tutte le duplicazioni dei batteri avvengano nello stesso
istante. Indichiamo con Nj la numerosita alla k—esima generazione di batteri (vale a dire
dopo k eventi di duplicazione) e con Nx_1 quella della (k — 1)—esima. E facile calcolare
la relazione tra Nk e Nk_1, infatti, visto che da una generazione all’altra la numerosita
raddoppia, si ha

Nk = 2Nk—1 (5.1)
Indichiamo la generazione iniziale come quella corrispondente a k = 0 e supponiamo che
sia Np = 1 (cioé inizialmente la popolazione ¢ formata da un solo batterio). | valori di
numerosita nelle generazioni successive si calcolano facilmente utilizzando la legge (5.1),
cheda Ny =2, Nb =2N; =2 x2=4, N3 =2N> =2 x4 =8, ein generale

Ny = 2F (5.2)

Mostriamo come cambia la legge (5.2) se Np, il numero iniziale di batteri, assume un
valore qualunque. Visto che la numerosita raddoppia, a ogni generazione si ha: Ny = 2N,
N2 = 2/\/1 = 4/\/0, N3 = 2/\/2 = 8/\/0 = 23/\/(), ein generale

Ni = 2 No (5.3)

Quindi se, in particolare, No = 10, la (5.3) si scrive Ny = 10 x 2%, cioé N; = 20, N» = 40,
N3 =80, Ny = 160, Ns = 320, Nog = 10485760, ecc.

Espressioni come la (5.2) ela (5.3) dovrebbero essere gia note a chi legge, sotto il no-
me di progressione geometriche (vedi esempio 6.4.2); in entrambi i casi la ragione,
cio¢ la base della potenza, ¢ 2. Come funzioni, si tratta di leggi di crescita che non
sono leggi a potenza perché in quelle leggi la base ¢ la variabile, mentre I’esponente
é fissato. In questo caso, invece, la base ¢ fissata e la variabile indipendente compare
all’esponente: la legge (5.2) € una legge esponenziale.

Le funzioni esponenziali possono crescere molto rapidamente e quindi, anche se la
variabile indipendente assume valori non troppo grandi, si possono ottenere valori
molto grandi della variabile dipendente (vedi fig. 5.2).

Nell” esempio 5.1.1 abbiamo assunto 'ipotesi che la duplicazione di tutte le cellule
sia sincrona. Ovviamente si tratta di una semplificazione, visto che nei casi reali
alcune cellule si riproducono prima e altre dopo. Consideriamo allora il caso in
cui I'ipotesi di riproduzione sincrona non si realizzi; il punto importante da tener
presente & che il numero di batteri varia in proporzione al numero dei batteri stessi.

Esempio 5.1.2 Crescita delle popolazioni batteriche — Il

Supponiamo di aver fissato un’opportuna unita di misura per il tempo (per esempio, I'ora),
e sia N(t) il numero di batteri al tempo t, con t numero reale positivo. Il valore N(t) deve
essere pari al numero di batteri al tempo precedente N(t — 1), aumentato del numero di
batteri che si sono duplicati in un'ora. L'aumento €&, in generale, proporzionale al numero
di batteri presenti, quindi deve esistere una costante g > 0, tale che

N(t)=N(t—1)+gN(t—1)=RN(t—1), conR:=1+gq (5.4)
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Supponiamo per esempio che all'inizio di un esperimento si abbiano N(0) = 1000 batteri, e
che nell’ora successiva se ne generino altri 400 per duplicazione; si ha N(1) = 1000+400 =
(1+ q)N(0), dunque g = 400/1000 = 2/5=04e R =1+ q = 1.4. Se, nel tempo, il
valore di g rimane costante, possiamo anche prevedere che

N(1) = 1400
N(2) = 1400(1 +2/5) = 1000(1 +2/5)% = 1960

N(3) = 1960(1 + 2/5) = 1000(1 + 2/5)° = 2744

e cosi via. La (5.4) modellizza un fenomeno di crescita della popolazione, e infatti la
costante g € maggiore di O e quindi R =1+ g > 1, in modo che N(t) > N(t —1).
Questa legge ha la stessa natura della (5.1) a pag. 133 e permette di calcolare la numerosita
al tempo t in termini della numerosita iniziale No = N(0):
N(t) = R"No (5.5)
Anche in questa variante del modello abbiamo ottenuto una legge esponenziale. La legge
(5.5) & piu vicina alla realta della legge (5.3), perché ¢ stata ottenuta sotto ipotesi meno
restrittive. Essa inoltre ha il vantaggio di essere valida per un qualsiasi valore del tempo

t > 0, mentre la legge (5.3), in accordo con il modello di duplicazioni sincrone, permette
di esprimere Ni solo per k intero.

Un’altra classe di fenomeni descritti da leggi esponenziali ¢ quella del decadimento
delle sostanze radioattive.

Esempio 5.1.3 Decadimento radioattivo — |

Le proprieta chimiche che caratterizzano un elemento dipendono dagli elettroni, il cui
numero in un atomo neutro € pari al numero atomico, cioé al numero di protoni nel nucleo.
Nel nucleo sono presenti anche neutroni e, a seconda del loro numero, si individuano varianti
dell’elemento, dette isotopi (vedi |'esempio 5.1.7). Molti isotopi, definiti radioattivi, sono
instabili, perché il nucleo é soggetto a trasformazioni che avvengono spontaneamente
mediante emissione di particelle (fig. 5.3).
Per descrivere quantitativamente questo fenomeno, consideriamo al tempo t la massa
M(t) di un isotopo radioattivo. Al tempo t + 1 la massa sara diminuita, perché parte
degli atomi dell'isotopo si saranno trasformati in atomi di un altro elemento. In accordo
con le leggi della fisica nucleare, questa diminuzione € proporzionale alla massa presente.
Questa affermazione si descrive matematicamente dicendo che esiste una costante g, con
0 < g <1, tale che

M(t+1)=M(t) — gM(t) =rM(t), conr=1-gq (5.6)
vale a dire che la massa M al tempo t + 1 € pari alla massa al tempo t, diminuita di
una quantita proporzionale alla massa stessa. Risulta 0 < r < 1, e questo é corretto,
perché stiamo modellizzando la decrescita della massa atomica M(t) e quindi deve essere
M(t+1) < M(t).
Procedendo come per |'espressione analoga (5.4), si pud esprimere M(t) in termini della
massa all’istante iniziale Mp:

M(t) = r* Mo (5.7)

e si ottiene ancora una legge esponenziale.

Negli ultimi due esempi la variabile indipendente ¢ il tempo ¢, definito, in mo-
do naturale, solo per valori maggiori o uguali a zero. Le espressioni matematiche
(5.5) e (5.7) sono pero calcolabili per qualunque valore della variabile indipendente.
Possiamo quindi dare la seguente definizione generale.
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decadimento a

protone
\) neutrone

)

Y

decadimento 3~
\.) ’
protone
@ neutrone
elettrone
O antineutrino elettronico
Figura 5.3
Nel decadimento o un nucleo
perde 2 protoni e 2 neutroni. Nel
decadimento B~ un neutrone del
nucleo si trasforma in un protone

con emissione di un elettrone e di
un antineutrino elettronico.
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Figura 5.6

La funzione f(z) = (1/2)* (in
arancione) e la funzione

g(z) = 2% (in verde) hanno
grafici simmetrici rispetto all’asse
delle y.

Data una base @ > 0, una funzione del tipo

y=fz)=ad" (5.8)
¢ detta funzione esponenziale. Il suo dominio ¢ I’asse reale R.

Per modellizzare il fenomeno di crescita dell’esempio 5.1.2, abbiamo considerato
la funzione esponenziale R' con R > 1, mentre, per descrivere il fenomeno di
decrescita dell’esempio 5.1.3 abbiamo considerato la funzione esponenziale 7 con
0 < r < 1. Le proprieta di questi due tipi di funzioni esponenziali sono riassunte
nelle seguenti osservazioni.

8 8

6 6

4 4

2 2
-6 -4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6 8
Figura 5.4 Figura 5.5
La funzione f(z) = a® con La funzione f(z) = a® con
a=14>1. a=0.6<1.

Il comportamento della funzione esponenziale ¢ diverso a seconda della scelta della
base a:

o sea > 1lafunzione f(x) = a® & positiva, monotona crescente e assume valo-
ri arbitrariamente grandi al crescere di x, mentre assume valori arbitrariamente
vicini allo zero per valori di = negativamente grandi (fig. 5.4);

e se 0 < a < 1lafunzione f(z) = a” & positiva, monotona decrescente
e assume valori arbitrariamente piccoli al crescere di x, mentre assume valori
positivi arbitrariamente grandi per valori di  negativamente grandi (fig. 5.5).

® ATTENZIONE Si ricorda che, in ogni caso, ¢ a® > 0 per ogni =, qualunque sia
il valore della base a > 0.

Esempio 5.1.4 2 e 2%

Consideriamo la funzione esponenziale decrescente f(x) = (1/2)* e calcoliamo esplicita-
mente qualche valore di f(x).

Siha £(0) = (1/2)° =1, f(—3) = (1/2) % = 20-(=3) = 8 mentre (2) = 1/4. Dunque
i punti A=(0,1), B=(-3,8) e C =(2,1/4) appartengono al grafico.

La funzione si puo riscrivere nel modo seguente

dunque il grafico di f(x) = (1/2)* si ottiene da quello della funzione g(x) = 2* per
simmetria rispetto all’asse verticale (fig. 5.6).

Per esercizio, determinare i punti del grafico di g(x) = 2* che hanno come ascisse i valori
precedenti x =0, x = —3 e x = 2.

II modello della crescita esponenziale di una popolazione batterica dell’esempio 5.1.2
¢ un caso particolare di un modello pit generale, quello di Malthus, che descrive
sia la crescita esponenziale sia la decrescita esponenziale di una popolazione. Lo
illustriamo ora in dettaglio.
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5.1 FUNZIONI ESPONENZIALI

BOX 5.1 | batteri e i loro meccanismi riproduttivi

135

I batteri, microrganismi unicellulari di dimensione varia-
bile da 0.5 a 50 micrometri e dalle forme pit diverse, so-
no organismi procarioti. Essi si differenziano dalle cellule
di tutti gli altri organismi viventi pill evoluti, gli eucarioti,
per ’assenza di un nucleo delimitato dalla membrana nu-
cleare e per il fatto di possedere un DNA circolare, libero
nel citoplasma. Le cellule procariote, piu primitive di quel-
le eucariote, furono le prime a comparire sulla Terra, piu di
3.4 miliardi di anni fa, quando ancora I’atmosfera manca-
va di ossigeno libero. Alcuni dei batteri attuali, infatti, vivo-
no tuttora in assenza di ossigeno libero (anaerobi) e talune
specie non possono addirittura sopravvivere se questo ele-
mento ¢ presente.

Ci sono batteri sferici, detti cocchi (dalla parola greca coc-
cos, che indicava il chicco di grano), batteri a spirale, detti
spirilla, altri a forma di bastoncino, detti bacilli (dal latino
baculus, bastone), e infine, batteri leggermente arrotolati,
detti spirocheti. I batteri di alcune specie si aggregano in for-
me caratteristiche: in particolare Streptococcus forma delle
catene, mentre Staphylococcus forma grappoli.
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A sinistra, streptococchi; a destra, stafilococchi.
[Y Tambe/Wikimedia Commons CC BY-SA 3.0.]

Ovunque sulla Terra si trovano batteri: nel corpo umano,
nel suolo, tra i rifiuti, nelle profondita della crosta terrestre
e nell’acqua; in particolare, in un millilitro di acqua si tro-
va, in media, un milione di batteri. La maggior parte dei
batteri ¢ innocua per I’organismo umano, alcuni sono ad-
dirittura utili, ma un piccolo numero ¢ portatore di gravi
malattie come il colera, la peste bubbonica e la tubercolosi,
che sono curabili solo con terapie antibiotiche opportune.
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A sinistra, Vibrio cholerae; a destra, Treponema pallidum.
[CDC, 1965; CDC/Dr. George P. Kubica.]

Nel 1674 i batteri sono stati osservati per la prima volta
al microscopio dall’olandese Anton van Leewenhoek, ma
¢ stato C.G. Ehrenberg che nel 1828 li ha chiamati, per la
prima volta, “batteri” (dal greco bacterion, bastonicino). Il
grande biologo francese Louis Pasteur (1822-1895) ha di-
mostrato a meta Ottocento che tutti i tipi di fermentazione
sono prodotti da batteri.

Solo all’inizio del Novecento I'immunologo Paul Ehrlich
ha iniziato lo studio sistematico dei batteri e ha introdotto
la terapia antibiotica per curare la sifilide, una grave malat-
tia all’epoca molto diffusa e causata dallo spirochete Tre-
ponema pallidum. Un ulteriore importante progresso nel-
lo studio dei batteri risale al 1977, quando il microbiologo
Carl Woese (1928-2012) ha scoperto che i procarioti, pur
avendo un comune antenato, manifestano differenze bio-
chimiche tali da dover essere divisi in due distinti domi-
ni, quello dei batteri e quello degli archei, un tempo detti
archeobatteri, anch’essi organismi unicellulari privi di nu-
cleo, presenti in numerosi habitat, ma con un patrimonio
genetico che li differenzia in modo sostanziale dai batteri.
Gli archei sono organismi anaerobici (in grado cioe di vi-
vere senza ossigeno), suddivisi in gruppi diversi sulla base
del particolare tipo di reazione da cui ricavano energia per
vivere; i pill noti sono i metanobatteri, che trasformano ani-
dride carbonica e idrogeno in metano.

Nelle colture di laboratorio i batteri si sviluppano in liquidi
o su supporti solidi, come le piastre di agar, un particolare
carboidrato gelatinoso (pill precisamente un polisaccaride
strutturale) estratto da un’alga rossa, che ha la proprieta di
non essere digerito dai batteri e, per questo, ¢ usato come
supporto per le sostanze nutrienti.

La moltiplicazione delle popolazioni batteriche ha caratte-
ristiche analoghe alla crescita per divisione delle colture cel-
lulari. T batteri infatti crescono fino a raggiungere una di-
mensione fissata, poi si riproducono per scissione binaria,
la forma di riproduzione asessuata in cui da ogni cellula
sono prodotte due cellule figlie identiche alla cellula madre
(cloni). La riproduzione & di solito molto rapida, al punto
che una popolazione batterica raddoppia anche in meno di
10 minuti.

Complessivamente nel ciclo vitale di una popolazione bat-
terica si distinguono quattro fasi principali: 'adattamento
o ritardo, la fase esponenziale (anche detta fase logaritmi-
ca), la fase stazionaria e la fase del decesso o morte. Nella
prima fase gli organismi si “adattano” all’ambiente, atti-
vando i principali processi vitali, e avviene una lenta cre-
scita delle dimensioni cellulari. Nella seconda fase, inizia
rapidissima e molto vistosa la duplicazione degli organi-
smi (crescita esponenziale). Il tasso di crescita diminuisce
nel passaggio alla terza fase, in cui la popolazione arriva
all’equilibrio, che dipende dalla quantita di nutrimento di-
sponibile. L’ accumulo di sostanze tossiche e I’esaurimento
del nutriente conducono la popolazione all’ultima fase,
I’estinzione.



146 CAPITOLO 5 DINAMICA DI POPOLAZIONE E RITMI BIOLOGICI 978-88-08-18484-9

Figura 5.18

La radiografia di una femmina di
kiwi con il suo uovo gigante
nell’addome. [Hugh
Robertson/Otorohanga Kiwi House.]
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Figura 5.19

Un grafico log-log del peso
dell’uovo (in ordinata) rispetto al
peso del corpo, in kg, dal colibri
(punto arancione), al moa (punto
verde). La pendenza della retta
arancione & compresa tra 2/3 e
3/4, valori tipici delle leggi
allometriche “interspecifiche”; la
pendenza della retta rossa é
compresa tra 0.15 e 0.25, valori
tipici delle leggi allometriche
“intraspecifiche”. Il punto rosso
rappresenta il kiwi.

Esempio 5.2.9 Leggi esponenziali in scala log

Descriviamo il grafico della funzione f(t) = 4 x 773 in scala logaritmica.
Calcolando il logaritmo di entrambi i membri, abbiamo

y=Inf(t)=In4—-3tIn7

Il grafico € una retta di coefficiente angolare —31In7 che interseca |'asse delle ordinate nel
punto y =In4=2In2.

Viceversa, supponiamo che i dati relativi a una crescita batterica, rappresentati in un grafico
in scala logaritmica (con base 10), siano punti sulla retta y = 0.1+ 1.4t. Troviamo la legge
di crescita della popolazione.

La relazione tra y e N(t) & y = log N(t), dunque
N(t) = 107 = 1003+14t = 1g01el4In10 € o q oge322t

dove abbiamo usato la formula (5.16) per il cambio di base nell’esponenziale.

Oltre alla scala logaritmica & abbastanza comune I'uso della scala doppio logarit-
mica, anche detta log-log, in cui si rappresentano in scala logaritmica sia i valori
dell’ordinata sia i valori dell’ascissa; in tal modo le leggi potenza appaiono come
leggi lineari.

Se un fenomeno ¢ descritto dalla legge potenza f(x) = cx® conz > 0,a € R
e c > 0, allora il logaritmo di f ¢ una funzione lineare del logaritmo di x:

Inf(z) =lnc+alnz

Indicando con & = Inx lascissa e con ¢ I'ordinata, la legge si riscrive nella
forma . -

y=Inc+ az
Viceversa, se un fenomeno ¢ descritto in un grafico doppio-logaritmico dalla
retta § = aZ + b, allora segue la legge potenza

f(iL’) _ eai—&-b —_ ebealnx — ebxa

# Esempio 5.2.10 L’uovo del kiwi

Il kiwi € un uccello inadatto al volo che vive in Nuova Zelanda. Ha le dimensioni di una
gallina e ha sempre attratto I'interesse degli evoluzionisti perché ha un uovo di dimensioni
spropositate rispetto al corpo.

Tra le possibili teorie che spiegano questo fatto c'e quella che vede il kiwi discendere
da un antenato della specie dei moa, giganteschi uccelli estinti della Nuova Zelanda. Il
paleontologo Stephen J. Gould ha utilizzato argomenti di allometria per corroborare questa
teoria, che qui riportiamo sinteticamente (una versione divulgativa di questo argomento
si trova in S.J. Gould, “Le uova del kiwi e la campana della liberta”, Bravo Brontosauro,
Feltrinelli).

C’¢é una relazione allometrica (vedi esempio 4.3.4) del tipo u = apP tra il peso dell’uovo u e
il peso del corpo p degli uccelli delle varie specie, con un esponente 3 stimato tra 2/3 e 3/4.
D’altra parte, questa relazione per uccelli della stessa specie ha un esponente decisamente
piti piccolo, tra 0.15 e 0.25, come tipico delle leggi allometriche interspecifiche.

Gould riporta in un grafico log-log (fig. 5.19) la legge allometrica intraspecifica, che appare
come una retta di pendenza circa 2/3 e che unisce i dati del colibri a quelli presunti del
moa, e la legge allometrica interspecifica, che appare come una retta di pendenza circa
0.2, che passa dal dato del moa. In effetti, il dato del kiwi si trova su questa seconda retta,
in accordo con |'ipotesi che il kiwi sia un “moa ridotto”.
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ESERCIZI

laZ Guarda! (f) log(1/300) + log 300 = 0;
Esercizio guidato (g) log(1/300) — log 300 = —4 — 21log 3.
Test
Soluzioni

— Esercizio 5.7

La concentrazione di un isotopo radioattivo passa da 2 atomi
su 1000 a 4 atomi su 100000 in 45 giorni. Qual ¢ il tempo di
dimezzamento di questo isotopo?

— Esercizio 5.8

Una quantita ¢ viene misurata al variare del tempo e si ottengono
i seguenti dati: ¢(4) = 241, ¢(6) = 374, ¢(10) = 900. Sono
compatibili con una legge esponenziale q(t) = ae®?

— Esercizio 5.9

La numerosita di una popolazione animale in un territorio ¢ stata
stimata 6 anni fa in 12400 unita. Oggi risultano esserci 13 100
individui. Supponendo che la popolazione sia malthusiana, qual
¢lalegge N (t) che governa la variazione di numerosita? Qual ¢ il
tasso di crescita annuo per unita di popolazione? Tra quanto tem-
po la popolazione sorpassera le 15 000 unita? Quanto tempo fa la
popolazione era inferiore alle 10 000 unita?

— Esercizio 5.10

Verificare le seguenti uguaglianze
(a) log; 15+ log, 8 = 4 + log; 3;
(b) logs 25+ log,(1/2) = 1;
(c) Ine* — log, 16 = 0;
(d) In(1/e) —logy 27 = —4.

— Esercizio 5.11

Quali delle seguenti affermazioni sono vere?

(a) In3000 —1n2000 = In3 — In2;

(b) In3000 + In 2000 = In 3 + In 2;

(c) log 600 + log 500 = log 6 + log 5 + 4;
(d) log10 x log 100 = 2;

(e) log10 x log100 =log110;

— Esercizio 5.12

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni:
(@ In(z+8)+Inz=1In9;

(b) log(z? — 5z +6) < 0;

() Invz +2<2

(d) log, Vr+2<2

log, x
© tog,2—a)

(f) log,(z® + ) > 1.

=2,cona > 1;

— Esercizio 5.13

1 pH dell’acqua di un lago passa in una stagione dal valore 7.2
a 7.5, quello di un altro lago da 7.5 a 7.8, cio¢ entrambi i va-
lori aumentano di 0.3. Le corrispondenti concentrazioni di io-
ni H30 aumentano o diminuiscono? La variazione percentuale
della concentrazione ¢ la stessa per i due laghi?

— Esercizio 5.14

In un certo fenomeno, la variabile ¢ dipende dal tempo ¢. Sup-
ponendo che in scala logaritmica (in base 10) il grafico che rap-
presenta il fenomeno sia la retta y = —x/2 + 2, qual & la legge
q(t)?

Qual ¢ ¢(t) se invece la retta y =
fenomeno in un grafico log-log?

—x/2 + 2 rappresenta il

— Esercizio 5.15 Legge di Zipf

In una data settimana, il film piti visto nei cinema ha incassato
1800 milioni di euro, il secondo ha incassato 1440 milioni di euro,
e il terzo 1264. Utilizzare la rappresentazione log-log per mostra-
re che questi dati sono compatibili con una legge a potenza del
tipo y = az~?, dove z & la posizione in classifica e y I’incasso.
Secondo questa legge, quale dovrebbe essere I’incasso del quarto
film piu visto?

Leggi a potenza che riguardano classifiche si presentano in molti
contesti connessi alle attivita umane (come per esempio la classifi-
ca del numero di abitanti delle citta pit popolose o della ricchezza
degli stati o degli individui), e prendono il nome di “leggi di Zipf”,
dal linguista che la scopri nella distribuzione delle parole nei testi
scritti.

5.3 Le funzioni periodiche e il ritmo della vita

Molti fenomeni naturali hanno un andamento ciclico (o periodico), cio¢ a inter-
valli di tempo fissati, detti periodi, si ripetono con le stesse modalita. Gli esempi
di fenomeni periodici sono innumerevoli: il giorno e la notte si alternano con una
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